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Introdugao

Esse minicurso trata do célculo diferencial e integral de processos fuzzy com
memoria, isto &, processos cujos valores futuros possuem uma relagao
funcional com os valores passados, o que significa interatividade no processo
fuzzy.

Interatividade entre variaveis fuzzy (ou possibilidades), introduzida por Zadeh,
se assemelha a nocao de dependéncia para o caso de varidveis aleatdrias.
Assim como no caso estocastico, teoria fuzzy também se utiliza da nogéo de
distribuicao conjunta para indicar o tipo de interatividade entre duas ou mais
variaveis fuzzy possibilisticas.

Na literatura, nimeros fuzzy interativos nada mais sdo que variaveis
possibilisticas caracterizadas por fun¢des de pertinéncias. Assim, nesse curso
usaremos a denominagéo "nimeros fuzzy interativos" no lugar de "varidveis
possibilisticas".
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Preliminares

Um (sub)conjunto A de um universo X # () é descrito por sua fungédo de
pertinéncia
w, - X — [0,1],

sendo que pa(x) significa o grau que x pertence a A. Por conveniéncia
denotaremos pa(x) por A(X).

Os a-niveis de um subconjunto fuzzy A sdo subconjuntos classicos definidos
por:
Ala ={xeX:A(X) >a}paral < a <1

e, quando X é um espago topoldgico, por exemplo X = R”,

[Alo ={x e U:A(x) > 0}.
0 simbolo F(X) denota o conjunto de todos os subconjuntos fuzzy de X.

Vamos focar numa classe particular de conjuntos fuzzy de R chamada nimeros
fuzzy, que serd denotada por Re.
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Ndmero fuzzy

Um subconjunto fuzzy A de R é um nimero fuzzy se
i. todos os seus a-niveis sao intervalos fechados e ndo-vazios de R, e
ii. osuportedeA,supp(A) = {x € R:A(x) > 0}, é limitado.

Denotamos os a-niveis de um ndmero fuzzy A por [A]. = [a5,at], o € [0,1].
O comprimento (length) do a-nivel de A é definido por

len([A]l.) = a) — a,, paratodo a € [0,1].
O didametro de A é definido como diam(A) = len([A]o).

Meétrica do

A métrica do, em Rf é definida para cada A € R e B € R como segue:
doo(A,B) = sup max{la, —b, |, \aj - bi\}
0<a<

A norma de um numero A é definida por ||A|| = dw (A, 0).
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Tipos de nimero fuzzy

O ndmero fuzzy triangular é denotado pela tripla (a; b;c) coma < b < c e seus
a-niveis sdo dados por

[a+ a(b—a),c — a(c —b)], Va € [0,1].
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Figure: Namero fuzzy triangular A = (3, 5; 4; 4, 5).
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O principio de extensdo de Zadeh é uma ferramenta matemadtica usada para
estender fungdes classicas para um dominio fuzzy.

Principio de extensdo de Zadeh

Considere f : X — Y e A € F(X). A extens&o de Zadeh de f em A é o conjunto fuzzy
f(A) € F(Y) dado por
f(A)(y) = sup A(X) M
xef=1(y)
sendo f~1(y) denominado pré-imagem de y pela fungdo f, isto &,
f=1(y) = {x € X | f(x) = y}. Por definigdo, sup ) = 0.

. X
Pria) £
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Principio de extensdo de Zadeh para fungdes com multiplos argumentos

Consideref : X; x ... x Xp = YeA; € F(X;),i=1,...,n. O principio de extenséo de
Zadeh de f em (A4, ..., An) é o conjunto fuzzy f(Aq,...,An) € F(Y) dado por

A .. A)y) = sup  min{Ay(a),. .., An(xn)}. @
(x1,---,Xn)EF(y)

(@) Sef:R — R éuma fungdo continua e A € R, entdo ?(A) € Rg, e

F(A)a = f([Ala), Va € [0,1].

(b) Sef:R" — R éuma fungdo continuae A; € Rg, i =1,...,n, entdo

f(A1,...,An) ERr e

[f(A1,A2, ..., An)]a = f([A1]a, [A2]a, - [An]a),  Va €0,1].
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Aritmética usual para nimeros fuzzy

O principio de extensédo de Zadeh pode ser usado para definir operagdes
aritméticas para numeros fuzzy.

Considere A, B € Rg.

1. AsomadeA e B édadapor A + B = 1(A,B), sendo +(a,b) = a + b para
todoa,b € R.

2. Adiferenga entre A e B é dada por A — B = ~(A,B), sendo —(a,b) =a —b
paratodo a,b € R.

3. Amultiplicacdo entre A e B é dada por A - B ="*(A,B), sendo -(a,b) = ab
paratodoa,b € R. Se A = \ € R, entdo chamamos de multiplicagao por
escalar e denotamos por A\B.

4. Adivisdo de A por B, 0 ¢ [B]o, € dada por A +~ B = (A, B), sendo
+(a,b) =a-=bparatodoa,b e R, b # 0.

onde & é a extens&o de Zadeh da operagéo ® € {+, —, -, +}.
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O resultado a seguir é uma consequéncia do Teorema 1 e caracteriza as
operagoes aritmética entre nimeros fuzzy em termos de seus a-niveis.

Proposicao 2

Considere A,B € Rg com [A], = [a4,af] e [Bla = [ba,bf]. Paracada a € [0, 1], temos
e [A+Blo = [aq +ba,ag + bl

[A—Bla = [aa — b, al — bl

[A-Bloa = [min Yy, maxY,], sendo Yo = {aa ba ,as b, atbs ,atbt}.

e SeA =) € R, entédo

Abg , AbL| seA>0

[ABla = A[Bla = _
AbF, Abs seA <0

= + t
[A = B]o = [minZa, maxZy], sendo Z, = {& 80 3o ZT} se 0 ¢ [Blo.

by ' bk by
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Considere A = 2 e os numeros fuzzy triangulares A = (—1;0;1) e B = (1;2; 4).
Como [Alo = [a—1,1—a] e [Bla = [1+ a,4 — 2a], tem-se

e [A+Bla =[2¢,5— 3a].

o [A—B]. =[3a—5,-2q].

e [A—Ala=[a—2,2—-0a] #]0,0].

e [A-Blo = [2(a—T)(a—2),2(a — 1) (x — 2)].

e [2B]a = 2[Bloa = [2(1 + @), 2(4 — 2a)].

e [A+Bloa=[(a—1)/0+a),(1—0a)/(1+ )]

e B+Bloa =[(1+a)/(4—2a),(4—2a)/(1+ a)] #[1,1].
No Exemplo, vemos que A — A = A+ (—A) # 0, isto &, ndo existe inverso aditivo.

Desta forma, o espago de nimeros fuzzy com a aritmética usual ndo satisfaz a
estrutura algébrica de um espaco vetorial.
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Defini¢ado: diferenga de Hukuhara

Sejam A, B € Rg. O nimero fuzzy D é a diferenga de Hukuhara de A e B, denotada por
D=B—HA, se
D=B-pA&B=A+D.

Note que se B — A existe, entéo len[B]. > len[A]., para todo a € [0,1].

Defini¢do: diferencga generalizada de Hukuhara

Sejam A, B € R, a diferenga generalizada de Hukuhara (ou gH-diferenga) é o nimero
fuzzy D, se ele existe, tal que

B=A+D

B*gHA:D<:>{ OUA=B—-D

sendo que “+" e “-" representam, respectivamente, a soma e subtragao usual de nimeros
fuzzy.

Se B —y A existe, entéo

[B —gt Alo = [min{b, —a_,bl —al} max{b, —a.,b.; —al}l]. (3)
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Definicdo
Um numero fuzzy P € R é considerado positivo (resp. negativo) se seu conjunto de nivel

1, [py . p; ], esté a direita (resp. Esquerda) de 0 € R, ou seja, se p;” > 0 (resp. p; < 0).

A operagao bindria © em R é chamada de produto cruzado entre os nimeros
fuzzy Be C.

Proposicao 3

Se B e C sdo nimeros fuzzy positivos, entdo P = B ® C é definido por [P]o = [P, Pl
onde

ps =bgcy +byc, —byer epl =bfcf +bich —bfel (4)
para todo « € [0, 1], ¢ um nimero fuzzy positivo.

Definigcéo

0 produto cruzado é definido para quaisquer nimeros fuzzy cujo 1-nivel contém apenas
um elemento, ou seja,

Rr = {A € R : [A]; tem apenas um elemento}. (5)

Note que o produto cruzado entre B e C é a extensao de Zadeh da linearizagao
de f(x,y) = xy em torno de (b, ¢1).
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Integrais para fungdes f : R — Rg

Integral de Aumann

Considere a funcao fuzzy F : [a,b] — Rg. A integral de Aumann F sobre [a, b], denotada
por (FA) fab F(t)dt, é definida através de seus a-niveis:

[(FA)/;F(t)dt] - / [F(t)]adt = (A/ [ (t), £ ()]dt

{/ y(t)dt | y : [a,b] — R é uma selegdo mensuravel de [F( )]a}
(6)

para todo « € [0, 1], sempre que (6) define um niimero fuzzy.

Se afungdo F : R — R é Aumann fuzzy integravel em [a, b], entdo as integrais
das fungdes f; e f;" sobre [a, b] existem and satisfazem a igualdade:

{(FA) / F(t) dt} { / f (t)dt, / fi(t dt} @)

para todo « € [0, 1].

© Laécio Carvalho de Barros, Estevdao Esmi, Francielle Santo Pedro Simdes, Vinicius Francisco Wasques 14



Integral de Riemann Fuzzy

Uma fung@o F : [a,b] — R é dita ser Riemann fuzzy integravel se existe S € R tal que
para todo € > 0 existe § > 0 tal que para toda partigdoa =ty < t; < ... < t, = bcom
ti—ti_1<6,i=1,...,n tem-se

doo (ZF(&)(U —ti_1), S> <e
i=1

sendo & € [ti_1,t],i=1,...,n, e asomatéria é dada em termos de adigdo usual. Nesse
caso, S é aintegral de Riemann fuzzy de F sobre [a, b] e é denotada por (FR) fab F(s)ds.

Proposicédo 5

|

Se F : [a,b] — Rg é uma fungédo continua, entdo as integrais de Aumann e Riemann
fuzzy de F existem e sao iguais, isto €,

(FA)/ s)ds = ( )/abF(s)ds.
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Interatividade

As operagdes usuais entre nimeros fuzzy sdo obtidas através do principio de
extensao de Zadeh. Vamos generalizar tais operagdes considerando uma
distribuicdo de possibilidade conjunta.

Distribuigao de possibilidade conjunta (DPC)

Um conjunto fuzzy J € F(R") é uma distribui¢do de possibilidade conjunta (DPC) para

Aq,...,An € Rg se cada A; é a projecao de J, isto é,
Ai=Pi(J)(y)= sup J(x), YWeR, Vi=1,...,n
XERM x;=y

Definicdo

Os nimeros fuzzy A,, . . ., Ap s@o ndo interativos se sua DPC é dada por

J(x1, X2, ..., Xn) = A1(x1) A ... AAn(Xn) €, dessa forma, [J]o = [A1]a X ... X [An]a,

Va € [0,1]. Caso contrério, Aq, . . . ,Ap s8o chamados de J-interativos ou, simplesmente,
interativos e, neste caso, [J]o C [A1]a X ... X [Ap]a, Vo € [0,1].

Denotamos a familia de distribuicdes de possibilidades conjuntas de R" pelo
simbolo Fy(R").
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Sed e FJ(RZ), entdo J é uma DPC de A € Rg e B € R desde que

maxJ(x1,X2) = A(x:) € maxJ(x,Xz) = B(X2), V(x1,%2) € RZ. (8)
X X1

Neste caso, A e B também sado chamadas de distribui¢cdes de possibilidade
marginal de J.

suppA x suppB

Figure: Uma distribuicao de possibilidade conjunta Jde A € Rr e B € Rg.

© Laécio Carvalho de Barros, Estevdao Esmi, Francielle Santo Pedro Simdes, Vinicius Francisco Wasques 17



Sejam A e B nimeros fuzzy J-interativos e f : R? — R. A extenséo sup-J de f em
(A, B) é o conjunto fuzzy f,(A, B) de R tal que

f)(A,B)(z) =f(J)(z) = sup J(X,y),VZ € R, (9)
(xy)ef=1(2)

sendo f~'(2) = {(x,y) €R?* | z=f(x,y)} .

Teorema 6

Sejam A, B € Rg, J uma DPC cuja as distribuigdes de possibilidades marginais sdo dadas
por A e B de forma que cada [J], é um conjunto ndo vazio, conexo e compacto. Se
f : R2 — R é uma fungao continua, entdo f; : Rr x Rf — R é bem definida e

[f5(A, B)]o = f([J]a) paratodo o € [0,1]. (10)

Para definir as operagdes aritméticas entre nimeros fuzzy interativos basta
substituir o principio de extensdo de Zadeh (Equagao (2)) pelo principio sup-J
(Equacéo (9)).
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Numeros fuzzy F-interativos

Se existe uma funcdo F : R — R tal que a DPC J é dada por

J(X,¥) = AX) X () v=Fw)} (6 Y) = BY)X () v=F)} (X: ¥)s (1)

entdo os numeros fuzzy A e B sdo chamados de F-interativos. Uma vez que J
satisfaz P,(J) = B, pode-se mostrar que (11) é equivalente a B = F(A), isto é

B(y) = sup pua(z) paratodoz € R. (12)
zeF=(y)

Logo, se F é uma fungdo continua, do Teorema 1, temos que 0s a-hiveis sdo
dados por
[Bla = F([Ala), Va € [0,1].

Se F éinvertivel, entdo A = f*1(B) e, neste caso,

Mo = {(x, F(x)) € R*|x € [Ala} = {(F'(¥),y) ER*ly € [Bla}.  (13)
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Se A e B sdo numeros fuzzy F-interativos, entdo as operacdes aritméticas
B ® = A séo definidas por

(B A)y)= sup AX) (14)

xed:'g(y)

sendo d;'(y) = {Xly =x®2z,z= F(X)},e ® € {+, —, x, +}. Pelo Teorema 6,
se F é uma fungéo continua, entdo temos, Vo € [0, 1],

o B+rAla ={F(x)+xeRlx€[Ala}:

o B—rAla ={F(x)—xeRlx € [Ala};

o [B-rAl. = {xF(x) e Rlx € [Ala};

o BrrAla ={F(x)+x eRlx €[Ala}, 0 ¢ [Alo.

A multiplicacéo por escalar AB com B = F(A) é dada por
MBlo = NF(A)la = AF([Ala) = {A\F(X) € Rx € [Ala}-
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Ademais, se F é diferencidvel em [A]o, entao

[bs +as,bi +ak] , se F'(x) >
,se —1<F'(x)<0 , Vxe[Ala (15)
< -1

[B+xAla = bt +ag,b, + af,
b, +ak, bt +ay]| , seF'(x)
e
by —ag,bf —al] ,seF'(x)>1
[B—xAl. = b —al,by —a;| ,se0< F(x)<1 ,Vxe[Ala. (16)
[bs —al,bi—as] ,seF(x)<0

Da Equacéo (3), observamos que B — = A coincide com B —gy A se F'(x) > 0
paratodo x € [A]o. Isto ocorre porque a gH-diferenga é uma subtragao interativa.

Por outro lado, se F’(x) < 0 para todo x € [A]o, temos que B —» A coincide com
a diferenca usual.

Similarmente, da Proposig&o 2, se F'(x) > 0 para todo x € [A]o, entdo B +x A
coincide com a soma usual B+ A. O mesmo nédo ocorre paraB - Ae B +~r A.
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F(x)=qgx+r

Ndmeros fuzzy linearmente interativos

Os numeros fuzzy A, B séo linearmente interativos (ou linearmente correlacionados) se
existem g, r € R tais que a correspondente DPC J de A e B é dada por

J(x,¥) = A)X {(uv); v=L )} 56 Y) = BO)X {(wv): v=L )} 6 Y),

para todo x,y € R, sendo £(u) = qu + r. Ademais, se g > 0 (g < 0) entdo dizemos que a
correlagdo é positiva (negativa).

Da Equacao (13), o a-nivel da DPC J pode ser reescrita como:
[J]rx = {(X7 CIX + r) | X e [A]fl}

Uma vez que cada [J]., é um conjunto conexo e compacto de R?, temos que
B = gA +r, isto é, B é a extensao de Zadeh da fungéo £ = qu + r aplicada ao
ndmero fuzzy A.

Assim, [B]o = q[A]. + r para todo « € [0, 1]. Além disso, se g = 0 entdo temos
que B =r € R é linearmente interativo com A € Rg, desdequeB=r=0-A +r.
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Como consequéncia do Teorema 6 temos que, para todo « € [0, 1]
* [B+cAla=(q+T)Ala +r;
o [B—cAla=(q— Al +r,
o [B-£Ala ={gx*+m; eR|x € [Al};
o B+ Alo ={q+; €R|x € [Ala}, 0 ¢ [Ao.
NotequeB+,.A =rseq= —1.
Consequentemente, se F(u) = £(u) = qu + r, nas equagdes (15) e (16), temos

que
[bz + aEbibEEac N g > O
B+ Ala = bt +ay,b; +a;| ,se —1<g<0
b +al, bt +ay| ,seq< —1
e

bgia;7bgia; ,Squ'l
[B—zAlo = bt —af,b; —ay| ,se0<g<1
|ba —al,bl —a;] ,seq<0
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Considere os numeros fuzzy triangulares A = (—1; 0; 1) com
[Ala =[a—=1,1—a]eB=0,5-A—2=(-2,5;-2;—1,5). Dessa forma,
e [B+.Alo =(1,5)[Ala —2=[1,5¢ —3,5,—-0,5—1,5q];
e [B—rAla=(-0,5[Ala —2=1[0,5«—-2,5,-1,5- 0, 5¢];
e [A—,Ala =(1-1)Ala +0=[0,0] =0;
e [B.£Alo =[0,50*+a—1,5,0,50°> — 3a + 2,5];
e [B=Bla={1+2€cRxe[Bl}=[1,1=1.
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Numeros fuzzy A-correlacionados

Para um dado nimero fuzzy A, o conjunto de todos os nimeros fuzzy
linearmente correlacionados com A é dado por
RF(A) = {B € Rr: [B]a = C][A]a +r,Va € [0,1]}. (17)

Note que R C Rfa).

Ndmero fuzzy simétrico

Dizemos que A € R é simétrico em relagdo a x € R se A(x — y) = A(x + y) para todo
y € R. Neste caso, denotamos (A|x). Se ndo houver x € R tal que A seja simétrico,
dizemos que A é nao simétrico.

Quando A € Rg é ndo simétrico, a fungédo Wy : R? — Rr(a) dada por
W4(q,r) = gA + r é um isomorfismo, de modo que W, induz uma soma +v, e
multiplicagdo por escalar -y,, onde +vy, e -y, sdo dadas por

e B +‘VA C'= \UA(W;1(B) + \U;1(C)). \V/B Ce RF(A);

Yy, B= \UA(’YW;1(B))., VB € RF(A) evVy e R.
Assim, temos que (Rr(a), +v,, ‘v, ) € um espaco de Banach de dimenséo 2 sobre
R. Note que, paraq,r € R, temosque q -y, A+v, r =qA +r.
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Observe também que se A € R¢ € ndo-simétrico e B, C € Rg(4), definidos,
respectivamente, por B = gA +re C = mA + n, entdo

o B4y, C=(q+m)A+ (r+n),

e B—y, C=(q—m)A+ (r—n),

e B—y,B=(q—q)A+(r—r)=0A+0=0.

e 3.y, B=3gA+3r.
A soma entre dois nimeros fuzzy A-linearmente correlacionados sempre

produz um numero fuzzy cujo didametro ndo excede o didmetro da soma usual
em Rg, ou seja, B +vy, C C B+ C, VB, C € Rpn). Em particular, A -y, B= X-B.

A norma ||B||v, é dada por
1Bllwy = W3 (B)ls (18)

e, é facil ver que, VB, C € Re(4), @anorma || - ||w, induz a métrica
d\uA(B, C) = HB —wy CHwA em RF(A)-
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A-Produto cruzado

SejaA € Kr ndo simétrico. O W,-produto cruzado entre B e C é definido por
PZB@WAC:C1B+\UA b‘]C*u;A bcq, (19)

onde +y, (—w,) representa a soma (subtragéo) em Re ), [B]1 = {b1}, [C]: = {c1} e
Pe RF(A)-

Exemplo

Considere A € K ndo simétrico e B, C € R (), dados, respectivamente, por B = gA +r e
C = mA + n. Sendo assim, [B]; = {b} = {ga +r} e [C]; = {c} = {ma + n}, com
[Al; = {a}. Logo,

B @, C = (2agm + gn + mr)A + (rn — a*qm).
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Considere A € R¢ ndo simétrico com [A]; = {a1} # 0,B = gA +re[B]; = {bi}.
De (19), vemos que se

1 q 2 r
By, = <_F$)A+ (51 — b?) comb; =qai+r
entdo B Ov, By, =B, ©v, B=1.

Y ,-divisdo

Seja A € Rr ndo simétrico. A W,-divisdo entre B e C é definida por
B+v, C=Bou, Cy, (20)

sempre que [C]; # 0.

Na Definicdo acima, vemos que a W,-divisdo entre dois nimeros fuzzy
A-linearmente correlacionados é uma extensao direta da divisdo entre nimeros
reais, isto é, se A,B € R, entdo A <y, B = a +~ b sempre que b # 0.
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Calculo Diferencial e Integral Fuzzy em R,

Nesta aula, vamos apresentar uma forma pratica para calcular derivadas e
integrais de processos fuzzy A-linearmente correlacionados.

Seja A € Rr ndo simétrico e F, G : [a,b] — Rea), tais que

F(t) = Wa(gr(t), re(t)) = gr(DA + re(1)

G(t) = Wa(qs(t), re(t)) = ge(H)A + re(t).

A adigdo e subtragdo entre F e G, a multiplicagao por escalar e o produto
cruzado entre F e G sdo definidos, respectivamente, por

(F £, G)(t) F(t) £, G(1),
A F)(E) = Aew, F(t) = AF(Y)
(Fou, G)() = F(t) Ov, G(1)

paratodot € [a,b]e X € R.
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Teorema

Seja F : R — Rg(4) dada por F(t) = q(t)A + r(t). Se as funcdes g, r : R sdo continuas em
R entdo a fungado F é continua na métrica do.

Teorema

Seafungéo F : [a,b] — Rfs) € limitada, enté&o q,r : [a,b] — R s&o limitadas.

Teorema

Se F : [a,b] — Rf(a), dada por F(t) = q(t)A + r(t), € Fréchet diferencidvel, entdo €
continua.
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Derivada Interativa

Definicdo: W-derivada

Seja A € Rg ndo simétrico. A fungéo fuzzy F : [a, b] — Rg(4) € W-diferenciavel em
to € [a, b] se existir um nimero fuzzy F'(tp) € Re(a) tal que
1
lim — (F(to +h) —w, F(to)) = F'(to)-
Jim + (F(to +h) —v, F(to)) = F'(to)

Neste caso, dizemos que F’(tp) é a W-derivada de F em ty. Além disso, F é W-diferenciavel
em [a, b] se F/(t) existe paratodot € [a, b].

Note que a a derivada de Fréchet de processos fuzzy A-linearmente
correlacionados esta bem definida.

Teorema

Seja A € R ndo simétrico. Sejam q,r : [a,b] — R e F : [a,b] — Rg,) tais que
F(to) = Wa(q(to),r(to)), para todo ty € [a, b]. A funcéo F é Fréchet diferencidvel em
to € [a, b] se, e somente se, existem q’(tp) e r'(tp). Adicionalmente,

F'ltol(h) = Wa(q'(to)h, r'(to)h) = ¢’ (to)hA + ' (to)h,
paratodo h € R.
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Teorema

Seja A € Rg ndo simétrico. A fungéo fuzzy F : [a, b] — Rp(4) € W-diferenciavel em
to € [a, b] se, e somente se, é Fréchet diferencidvel em ty € [a, b].

Corolério

Seja A € Rg ndo simétrico. A fungéo fuzzy F : [a, b] — Rp(4) € W-diferenciavel em
to € [a,b] se, e somente se, g, : [a,b] — R sdo diferencidveis em ty. Além disso,

F'(to) = Wa (q'(to), ' (to)) = q’(to)A + ' (to).

Examplo

Seja A € R ndo simétrico e F(t) = W4 (t,0) = At. Nesse caso, a W-derivada de F é dada
por F'(t) = Wa(1,0) = A.
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Seja F(t) = Wa(sint, t) = Asint + t. A W-derivada de F é dada por
F/(t) = Wy(cost,1) =Acost+ 1.

6 = 6
~
-
# *\
4 e N
Py
-
2 1S
1/
20 :
AN Wi
= / N Ry
J - K
- Ry
ol i /
4 ¥ ol AN J
4 Qe
-6 & ; - -4 - - - -
-6 -4 -2 0 2 -6 -4 -2 0 2

Figure: A curva tracejada representa o 0-nivel e a curva continua representa o 1-nivel de
F(t) e F (t) do Exemplo, respectivamente, com A = (1;2; 4).
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Teorema

Sejam F, G : [a,b] — R4y W-diferenciaveis e A € R, entéo
(F+v, G) (t) = F () +w, G (t) e (\F)'(t) = AF (1).

theorem

Teorema: Regra do produto
Sejam F, G : [a, b] — R4y W-diferenciaveis, entdo

(F(t) Ow, 6(1)" = F(t) Qu, G(t) +u, F(t) Ou, G'(1);
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Integral Interativa

Definicdo

Seja A € R ndo simétrico. Uma fungéo F : [a, b] — Rf(4) € interativa Riemann integravel
(w-Riemann) se existe S € R tal que para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que para toda

particdoa =ty <t; < ...<th=bcomti—ti_1<4,i=1,...,n tem-se
n
o >t~ 6~y 5| < (21)
i=1 Va
sendo que & € [ti_1,t],i =1,...,n, e a somatdria é dada em termos da soma interativa

(+w,). Nesse caso, S € a integral de Riemann interativa fuzzy de F sobre [a, b] e €
denotada por (W,) jf F(t)dt.

Teorema

Seja A € R ndo simétrico. A fungéo F : [a, b] — Rr(a), dada por F(t) = q(t)A +r(t), €
W-Riemann integravel, se, e somente se, as fungdes q,r : [a,b] — R sé@o Riemann

integraveis.
(\uA)/ab F(s)ds = (/ab q(t)dt>A+/ab H(t)dt. 22)
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Teorema

Seja A € R ndo simétrico e F : [a, b] — Rr(4) dada por F(t) = q(t)A +r(t), Vt € [a, b]
W-Riemann integravel. Se q,r : [a,b] — R s@o continuas, entdo a fungao integral
G(t) = (Vu) f; F(s)ds é W-diferenciavel e G/(t) = F(t),Vt € [a,b].

Teorema

Seja A € Rg ndo simétrico, as fungdes q,r : [a,b] — R continuas e F : [a,b] — Rr(a)
W-diferenciavel. Se F’ é W-Riemann integravel, entao

t ’
(W) / F'(s)ds = F(t) —, F(a),

paratodot € [a, b].
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Seja F : [0, 7] — Re(a), tal que F'(t) = (cost)A. Logo,

(Wa) /Ot (coss)Ads = (sint)A —y, (sin0)A = (sint)A.

40 P

35 ’ pY

Figure: A curva tracejada representa o 0-nivel e a curva continua representa o 1-nivel de
F(t) do Exemplo, respectivamente, com A = (1; 2; 4).
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Teorema: Integracao por partes

Sejam F, G : [a, b] — Rg(s) W-diferenciaveis, entdo

b b b
(wA)'/a F(t) O, G'(Ddt = [F(t) Ow, G(O]° —v, (uu)/a 6(t) Ou, F/(dt.

Exemplo
Calcule a integral da fungéo (V,) [ H(t)dt, sendo que H(t) = tA Oy, costA e [A]; = {a},
coma > 0.

Considere F(t) = tA e G'(t) = costA. Assim, pelo Exemplo (??), temos que G(t) = sin tA.
Logo, pelo Teorema acima, temos que

(\UA)/OW Ht)ydt = [tAQu,sintA]] —y, (\UA)/DW sintA Oy, TAdt
= [(atsint)A+ (~a’tsin t)];r
, (wA)/"T (2asint)A + (a2 sin t)dt
0
= [0A+0]—vy, [(726 cost)A + (a? cos t)};
= [0A+0)] —v, [(4a)A+(~22%)] = (~4a)A + (28?).
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Métodos Numéricos

Definigdo: W-Regra do trapézio

A W-Regra do trapézio é dada por

B h
(V) /a F(t)dt = 5 [F(a) +v, F(B)] = Qr[F] (23)

onde b —a = h. Isto é,

Qr[F] = Wa(Qrlql,Qrlr]) = Qr[qlA + Qr[r],

onde Qr[q] e Qr[r] sé@o as regras do trapézio para as fungdes g e r sobre [a, b],
respectivamente.

O erro de aproximagao em (23) é dado por

h? h?
ErlF] = —35Va (0" (ta), 1" (1)) = —3510" (t)A + 1" (1), (24)

para algum tg, tr € [a, b].
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Definicdo: W-Regra de Simpson

|
|

Considere os trés pontos de interpolagédo ty = a,ty = a+ het, = a + 2h = b, onde

h = 252 é a separagdo entre pontos consecutivos. Logo, a W-Regra de Simpson é dada
por
h
W) [ Ft = B (Fto) +, 4F(1) +v, F(2) = 051 25)
Isto &,
Qs[F] = Wa(Qslql, Qs[r]) = Qs[q]A + Qs[r],

onde Qs[q] e Qs[r] sdo as regras de Simpson para as fungdes g e r sobre [a, b],
respectivamente.

O erro de aproximagdo em (25) é dado por

5
Eolf] = — w8900, F9(0) = - g tA+O0). @8)

para algum tq, t- € [a, b].

© Laécio Carvalho de Barros, Estevao Esmi, Francielle Santo Pedro Simdes, Vinicius Francisco Wasques



Equacdes Diferenciais Ordinarias em R )

Considere o problema de valor inicial fuzzy

X = FX({)
{X(a> X @7)

sendo A € Rg ndo simétrico, F : [a, b] x Rray — Ry continua e Xo € Ra).

Lema

A fung&o X : [a,b] — Rg(a) € uma solugéo para o problema de valor inicial (27) se, e
somente se, F é continua e satisfaz, Vt € [a, b], a equagéo integral

X(t) = Xo +v, (Va) / " F(s, X(s))ds. (28)
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Considere o modelo de dacaimento malthusiano

X (@) = —XX(t)
{X(O) = 3A+2€Rpy ’ 29)

sendo A > 0.
A solugéo X : [a,b] — Rf(a), Se escreve como

X(t) = q(t)A +r(t) (30)
sendog,r: R — R.

Substituindo a Equagao (30) no sistema (29), obtemos o seguinte sistema

q(t) = -Aqt)
SOV () (31)
q0) = ;3
r(0) = 2
Resolvendo o sistema (31), obtemos a solugédo do PVIF (29), que é dada por
X(t) = %exp(f/\t)AJrZexp(f/\t). (32)
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X(t)

Figure: A curva tracejada representa o 0-nivel e a curva continua representa o 1-nivel da
solucdo X(t) do sistema (29) com A = 0.2, A = (0; 1; 3) e condig&o inicial
Xo = (2;2.5;3.5).
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Agora considere A € Re(4) ho modelo de decrescimento malthusiano (29),

temos ,
X () = —Aow, X() 33
{ X(0) JA+2€Repy (33)

sendo A = MA + Xz e A\, \2 > 0. O produto cruzado entre A e X(t) é dado por

— A Ow, X(t) = (—2aMq(t) — Mir(t) — q(t)A2)A + (= Xor(t) +a*xq(t), (34)

onde [A], = {a > 0}. Agora, usando (34) e substituindo (30) no sistema (33),
obtemos o seguinte sistema correspondente

/

a@ = —2ang(t) —Nr(t) —q(H)r.

r) = —Xr(t)+a’Mq(t) . (35)
90 = ;3

r(0) = 2

A solugdo do PVIF (33) é encontrada ao resolvermos numericamente o sistema
(35).

© Laécio Carvalho de Barros, Estevdao Esmi, Francielle Santo Pedro Simdes, Vinicius Francisco Wasques 48



35

X(t)

~

e

0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 175 200
t

Figure: A curva tracejada representa o 0-nivel e a curva continua representa o 1-nivel da

solucdo X(t) do sistema (33) com A = 0.2A + 0.2, A = (0; 1; 3) e condigdo inicial
Xo = (2;2.5;3.5).
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Considere o modelo de crescimento logistico com capacidade de suporte crisp

X (1) = X() O, (k—v, X(1)
{ X(©0) = 1A+16Rem , sendo0<keR. (36)
A solugéo X : [a,b] — Rr(a), S€ escreve como
X()=q(t)A+r(t) sendog,r:R — R. (37)
O produto cruzado entre X(t) e k — X(t) é dado por
X(t) v, (k—w, X(1)) = (—2aq*(t) +kq(t) — 2q()r(1))A
+ (kr(t) — (1) + @°q*(1)), (38)

onde [A]; = {a > 0}. Agora, usando (41) e substituindo (37) no sistema (36),
obtemos o seguinte sistema correspondente

’

q(t) = -—2aq(t)+kq(t) — 2q(t)r(t)
r(t) = kr(t) —r3(t) + a%g*(t) - (39)
q0) = 3
r(0) = 1
A solucdo do PVIF (36) é encontrada ao resolvermos numericamente o sistema

(39).
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Figure: A curva tracejada representa o 0-nivel e a curva continua representa o 1-nivel da
solugdo X(t) do sistema (36) com k = 8, A = (0; 1; 3) e condicéo inicial X = (1;1.5; 2.5).
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Agora considere a capacidade de suporte fuzzy K € Rr») em (36), temos

Xt = X@ Ow, (K —w, X(1)) onde K = kiA
7 =kiA +ky ek ko > 0. (40
{ X(0) = 3A+1€Rep S

Logo, o produto cruzado entre X(t) e K — X(t) é dado por

X(t) Ov, (K —v, X()) = (2akiq(t) — 2aq*(t) + kaq(t) — 2q(t)r(t) + kar(t))A
4+ (kar(t) — r(t) — a*kaq(t) + a’q> (1)), (41)

onde [A]; = {a > 0}. Assim, obtemos o seguinte sistema correspondente

Q:(t) = 2akiq(t) — 2ag*(t) + kaq(t) — 2q(t)r(t) + kur(t)

r(t) = kor(t) —r’(t) — a’kiq(t) + a’q*(t) . (42
q0) = 3

r(0) = 1

A solugdo do PVIF (40) é encontrada ao resolvermos numericamente o (42).
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Figure: A curva tracejada representa o 0-nivel e a curva continua representa o 1-nivel da
solugdo X(t) do sistema (36) com K = 1A + 4, A = (0; 1; 3) e condig&o inicial
Xol=HWENE5: 2.5).
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Numeros Fuzzy J, -Interativos

Esta secgdo estudard um outro tipo de interatividade que é associada a uma
familia de distribuicdes de possibilidade conjunta parametrizada J,, em que o
parametro « assume valores no intervalo [0, 1] e estabelece o nivel de
interatividade entre as varidveis fuzzy.

As distribuicdes J- sdo mais amplas que a DPC J, no seguinte sentido, ndo ha
restrigbes quanto a forma dos nimeros fuzzy.

Por exemplo, um numero fuzzy simétrico pode ser J,-interativo com um nimero
fuzzy ndo simétrico, ou ainda, um nimero fuzzy triangular pode ser J,-interativo
com um ndmero fuzzy trapezoidal, o que ndo ocorre em Rea).
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Para a construgdo desse tipo de distribuicao de possibilidade conjunta, é
necessario utilizar o conceito de translagdes de nimeros fuzzy.

Translagdes de nimeros fuzzy

Sejam A, B € R, tais que [Alo = [aa,a] € [Bla = [ba,bi], Va € [0,1]. Os nimeros
fuzzy transladados correspondentes sao dados por
A@(x) = A(x—3) e B®(x) =B(x—b), Vx €R,

- 4 - 4+
a; +a; by + b]

emquea = eb= > sao os pontos médios dos 1-niveis de A e B,

respectivamente.
Os a-niveis de A® e B®) sao denotados por [A®], = [(a@);, (a@@)!] e

[B@]a = [(6®)5, (6®){], sendo (a@); = a; — 3, (a®)} = a} — 3,
(b®)z = bz — b, e (b®)% = bt — b, paratodo a € [0,1].
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A familia de distribui¢bes de possibilidade conjunta J, é definida a partir da
seguinte fungao de pertinéncia

)= min{A(x1),B(x2)} ,se (x1,X2) € P(%) (43)
I 0 ,caso contrario

em que P(v) := Pa(vy) U Pg() é definida pela regido onde a relacao fuzzy J,
satisfaz J, (u, v) > 0. O conjunto P() é dado por

Pa(y) = (U ( U {X}X/A(Xyaﬁ)))
a€[0,1] \xe{as a4}

Ps(y) = (U ( U {X}XIB(X,a,'y)>),
a€[0,1] \xe{by bh1}

Ia(%, 0, 7) = b+ £ () + 1((6®)a — £ (x)), b+ £2(x) + 1(6®)E — £2 ()],

sendo que

ls(x, @) = [@+ 5 (x) +7((@®@)a = f5(x)), @+ f5 (x) + v((@@)a — f5 ()],
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com fy e fg dados respectivamente por

£ (x) = min{(max{—(x — ), (6®)2)}), (6®)5)}

f (x) = min{(max{—(x —b), ((@*)2)}), (@)}

A interpretacdo associada ao pardmetro v € [0, 1] é a seguinte, quanto mais
proximo de 0 for o valor de ~, maior é a interatividade entre os nimeros fuzzy A
e B, de modo que a DPC J; é similar a DPC J, .

Enquanto que quanto mais préximo de 1 for o valor de , menor é a
interatividade entre os numeros fuzzy A e B, de modo que a J; é igual a J,, isto
é, a DPC J; remete a ndo interatividade.

Podemos também definir uma aritmética para nimeros fuzzy interativos,
segundo a familia de DPCs J, conforme veremos a seguir.
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Podemos também definir uma aritmética para nimeros fuzzy interativos,
segundo a familia de DPCs J,.

Teorema

Sejam A, B € Rg, cujos a-hiveis s&0 [A]o = [aq,a] € [Bla = [ba,bt] e J, a DPC entre
A e B dada por (43). Para cada vy € [0, 1], tem-se que A+ B € Rf, € 0s a-niveis de A + B
sdo dados por
[A++ Bla =[c3,ct] +{a+b} (44)
sendo,
Ca = jnf hiip(67) € ci = ;gzh@m(ﬁw)- (45)
com B B
hiass)(B:7) = min{ (@®); + (b b®)E +4((6®)5 — (b®)3),
(@@)5 + (b®)5 +((@@); — (a@)}),
7((6(5))5 +(b®)3)}
e

héy5)(8,7) = max{ (a®)5 + (6®)5 +((a 5)*7(6(5))5 )

=

(@)% + (bt ))ﬁ +7((6®) - (6®)7),
7((@@) + (6®)£)}

A soma interativa + satisfaz também a seguinte condi¢do,A +,, B C A+, B,
paratodosA,Be Rr, €0 <y < < 1.
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A diferenga baseada nesse tipo de interatividade é definida por
A —, B=A+, (—B), e seus a-niveis sdo dados a seguir

Teorema

Sejam A, B € R, cujos a-niveis séo dados por [A]* = [a,,af] e [B]* = [ba, b].
Portanto, para todo « € [0, 1] tem-se

[A— Bla = [d,d&] + {a - b}, (46)
em que
da = inf hiu_g)(8,7) e d& = sup hi,_p)(8,7). (47)
com o

hia—g)(8:7) = min{ (a@); — (6®)5 +((6®)5 — (6®)3),
(@5 — (b®)F + (@) - @@)}h),
(@)5 — (b®)})}

a®)5 — (6®)5 ++(@@)f - (a@)5),

a®)F — (b®)} +((6®)f ~ (6®)5),

(@5 - (6®)5)}.

e
his_gy(B.7) = max{

—_ —~
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Sejam A = (1;2; 3) e B = (1; 2; 3; 4) nimeros fuzzy. As somas J.-interativas sdo
dadas por
[A + Ala = /(=2 +20),7(2 — 20)] + 4.

[A+,Bla =[-0.5+v(—2+ 2a),0.5+ (2 — 2a)] + 4.5.
Veja que para v = 1, a soma obtida é a usual, enquanto que paray = 0 a soma
A +o A éigual a soma A +, A negativamente correlacionada.

Isso ocorre em geral, isto é, a soma via v = 1 remete a ndo-interatividade e a
soma v = 0 é equivalente a soma negativamente correlacionada, quando essa
existe.

Ja no caso da soma entre A e B a soma via J; ndo é possivel ser computada, ja
que A e B ndo sdao completamente correlacionados.
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Figure: Soma J-interativaA +-, Aparay = 0,7 =0,25~v=0,5,7=0,75e~ =1,com
A=(1;2;3).
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Sejam A = (2;3; 5;6) e B = (0; 4; 8) numeros fuzzy. Assim, as diferencas
J,-interativas sdo dadas por

A — AI* = [y(~4 + 20), 7(4 — 20)] + 0.

A— B> = | A\ min{2—38+~(—8+8B), —2+38 +~(—4+28),v(~6 + 58)},
B>a

\/ max{2 — 38 +~(4—28), -2+ 353+ (8 — 8B),v(6 — 58)} | + 0.
B>a

Paray =1, a J,-diferenga é equivalente a diferenga usual entre nimeros fuzzy,

como pode ser visto nas Figuras 11 e 12. Por outro lado, para a diferenca
J,-interativa, com = 0, coincide com a g-diferenca entre niumeros fuzzy.
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Derivada interativa

A partir da J,-diferenca é possivel definir uma nova familia de derivadas fuzzy,
que incorpora a nogao de interatividade.

Definicdo

Sejay : R — Rp., xo € Red > 0. Paracadah € (—9,0) \ {0}, considere J, a distribui¢éo
de possibilidade conjunta entre y(xo + h) e y(xp), e seja J = {J4 |0 < |h| < 6}. A
derivada interativa da fungéo fuzzy y : R — Rg, em Xo com respeito a 7, € dada por

. ¥(Xo +h) —y, y(Xo)

48
h—0 h ( )

se o limite existe. Nesse caso, o limite (48) é chamado de derivada interativa de y em xq e
é denotado por y’,(xo).
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Equacoes diferencias interativas

Considere um PVIF com a derivada interativa fuzzy Jj

/ = f ,
i

Isso significa que para determinar a solucdo para esse problema, é necessario
primeiramente definir qual é a familia de distribuicdes que esta sendo
considerada.

Em particular, se a familiade DPCs éaZ = {J,, | 0 < |h| < §} em que J,, séo
as DPCs entre y(xo + h) e y(xo) dadas por (43), entdo y’; é chamada de
Z-derivada interativa de y.

Observe que para uma fungéo fuzzy y : R — R, dada, as DPCs J,, relacionam
os numeros fuzzy y(t) e y(t + h), paratodo h € R.
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Teorema

Sejay : R — Rf,. Entdo y € g-diferenciavel se, e somente se, y é Z-diferenciavel.

Como a g-derivada generaliza as derivadas Hukuhara e Hukuhara generalizada,
entdo estas também sdo casos particulares de derivadas interativas.

Numericamente o PVIF dado em (49) pode ser estudado como

YOO 1) =2 YOO) _ f(y(x), x) = (o +h) = y(Xo) - h(F(Y(x). ),

para todo h > 0.

A expressao a direita pode ser vista como uma generalizagao do método
classico de Euler.
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Métodos numéricos para EDF via J,

0 método classico de Euler é utilizado para aproximar as solugdes classicas de
equacOes diferenciais ordinarias a partir de uma condicéo inicial, dada por

{ X(t) =f(x(1),0) (50)

X(to) =X €R

0 algoritmo do método de Euler é descrito por
Xk41 = Xk + hfi(te, X), (57)

com0 < k <N —1,emque N é o nimero de partigdes que o intervalo é dividido,
h é o tamanho de cada subintervalo [, tx.1], cuja condig&o inicial é dada por
(to,Xo).
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Em nosso caso, consideraremos que a condigao inicial sera incerta e dada por
numeros fuzzy. Desse modo, as aritméticas presentes no método de Euler
devem ser adaptadas para esses numeros. Sendo assim, a partir de uma
condigéo inicial dada por nimero fuzzy, o método fica

X1 = Xk +u hf(tk,Xk). (52)

Para ilustrar melhor essa abordagem, considere o modelo populacional de
Malthus dado pelo seguinte PVIF

{ x'(t) = Ax(t) : (53)

X(to) = Xp € RFC

com A > 0.
Para o PVIF dado em (53) a solugdo numérica é determinada por

X1 = Xic +5 h(AXk). (54)
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Veja que essa abordagem permite considerar solugdes com didametros
crescentes ou decrescentes, baseados na escolhas dos valores de v € [0, 1].

Figure: Vis&do superior da solugdo numérica para o modelo de Malthus dado em (54). As
linhas continuas, tracejadas, pontilhadas, pontilhadas-tracejadas e em negrito
representam as solugées numéricas paray = 0,v =0,25,v=0,5,v=0,75ey =1,
respectivamente. A condigao inicial é dada por A = (0; 1; 2) e os parametros utilizados
foramh =0,125e A =0, 5.
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Para essa abordagem, também consideramos um sistema descrito por uma
equacao diferencial em que as condig¢des iniciais sao incertas e dadas por

ndmeros fuzzy, isto &,
X'(t) = f(x(1),1)
. 55
{ X(to) = Xo € R, (55)

Para resolver essa EDF através do principio de extensao sup-J é preciso
primeiro obter a solugéo analitica classica da equagéo diferencial
x'(t) = f(x(t),t), para que em seguida seja estendida pelo principio de extens&o.

Quando se tem uma Unica condigao inicial fuzzy, o principio de extensao sup-J
produz a mesma solugdo, independemente da conjunta J escolhida (em
particular para J,).
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Considere a seguinte equagao diferencial que descreve uma dindmica de
adveccgao
Ut + kux =0

u(x,0) = n(x) 4

em que « representa a velocidade constante, n(x) uma fungéo de descreve a
condicdo inicial do problema, u; e ux s@o as derivadas parciais com respeito ao
tempo e ao espaco, respectivamente.

A equagao de adveccao é amplamente utilizada nas areas de fisica e
engenharia para descrever o transporte de substancias ou quantidades, através
de um fluxo.

Por exemplo, para descrever o transporte de poluentes em um rio.

A solugdo de (56) é dada por
u(x,t) = n(x — kt). (57)
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Considerando que no sistema (56) a condicdo inicial seja fuzzy, isto &, n(x)
atribui para cada x € R um valor fuzzy, utilizaremos o principio de extensao
sup-J para estender a solugao u(x, t) = n(x — xt).

Para exemplificar, considere o sistema abaixo

ur+ 0.5ux =0

u(x,0) =Aexp(—(x —2)?)+B (58)
Ae RFC

B e RFC

Tomando A = (0;0.5;1) e B = (0; 0.25; 0.5), obtemos as seguintes solu¢des
representadas nos graficos a seguir.
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(a) Solugdoemt = 0.

2 05
0 ux)

(c) Solugdoemt = 5.8.
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(b) Solugdoemt = 3.8.
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(d) Solugdoemt =7.8.

Figure: Solugado fuzzy de (58) via principio de extensdo sup-J, para J = J;.
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As Figuras 14, 15 e 16 apontam que o local de maior incerteza ocorre no extremo
valor da solugéo classica.

Essa incerteza pode ser controlada pelas DPCs J,.

Na verdade, o didmetro das solugdes fuzzy, para cada x, é decrescente
conforme o valor de ~ diminui.

Essa propriedade esta associada com o fato de que J C J,, para todo
0<A<y<1

Consequentemente, a solugéo fuzzy obtida por Jo € mais especifica que Jo 5 €
Jr.

Em outras palavras, o uso de interatividade faz com que a solugéo fuzzy
propague menos incerteza que no caso de ndo interatividade.

Ainda mais, dentre os valores de v € [0, 1], a Jo produz a menor incerteza
possivel.
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